
FILI‘ERE MPSI/PCSI

Première partie du test
Vérification des techniques calculatoires de base.

Exercice 1Dérivation.
Soit la fonctionf(x) =

(

x
x+1

)3
définie sur]− 1,+∞[.

1. Déterminer les limites def(x) quandx → −1 avecx > −1 et quand
x → +∞

2. Calculer la dérivéef ′(x) def(x).

3. Dresser le tableau de variations def .

4. Déterminer les réelsa tels que la tangente à la courbe au point A d’abscisse
a passe par l’origine O du repère.

Exercice 2Calcul de primitives.
Déterminer les primitives des fonctions suivantes en précisant sur quel intervalle
elles sont définies :

1. a(x) = cos(3x) + 2 sin(5x)

2. b(x) = 4e−6x

3. c(x) = cos(x) sin(x)

4. d(x) =
1

(x− a)n
(n ∈ N, a ∈ R), on distingueran 6= 1 etn = 1

5. e(x) =
x+ 1

(x2 + 2x+ 2)2

6. f(x) =
1

x ln(x)

Exercice 3Nombres complexes.
Soit (e) l’équationz3 − 1 = 0 d’inconnuez complexe.

1. Déterminer une solution évidente de l’équation(e), on la noteraα.

2. Déterminer les réelsa, b, c tels que pour tout complexez :

z3 − 1 = (z − α)(az2 + bz + c)

3. En déduire que l’équation(e) admet trois solutionsα, z1, z2 dansC dont
vous donnerez la forme algébrique.

4. Le plan est muni d’un repère orthonormé. On considère les pointsA, B,
C d’affixes respectifsα, z1, z2. Faire une figure. Quelle est la nature du
triangleABC? démontrez votre réponse.

Exercice 4
Dans un repère orthonormé on a tracé les courbes représentatives d’une fonction
g dérivable surR et de sa dérivéeg′ (figure ci-dessous). On sait que l’expression
de la fonctiong est de la forme

∀x ∈ R, g(x) = (ax2 + bx+ c)ex

oùa, b, c sont trois réels. Déterminer les trois nombres réelsa, b, c.
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Deuxième partie du test Les exercices suivants demandent un peu plus de
recherche et d’initiatives.

Exercice 5

a) Soitu la suite définie paru0 ∈ R et

∀n ∈ N, un+1 = u2
n

Donner l’expression deun en fonction deu0 et den.

1. Soita un réel etv la suite définie parv0 ∈ R et

∀n ∈ N, vn+1 = av2n

Donner l’expression devn en fonction dev0, a etn.

Exercice 6
Pour un entier natureln, on noted(n) le nombre de diviseurs positifs den. Par
exempled(12) = 6.

1. Sin est un nombre entier qui s’ écritn = pα1

1 pα2

2 · · · pαr

r où lespi sont des
nombres premiers deux à deux distincts etαi des entiers naturels, trouver
l’expression ded(n) en fonction desαi.

2. Quels sont les entiers naturelsn pour lesquelsd(n) est impair ?

Exercice 7
Soitn un entier naturel supérieur ou égal à 2. Montrer que

1−
1

2
+

1

3
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4
+ · · ·+

1

2n− 1
−

1

2n
=

1

n + 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+

1

2n

Exercice 8
Soit a un réel tel quea +

1

a
est un entier relatif. Montrer que pour tout entier

natureln, on aan +
1

an
est un entier relatif.


