Trigonométrie et nombres complexes

Correction 1

a. sin (37r+x) = sin (7r—|—x + 271') = sin (7r—|—x) = —sginx
b. cos (——x) = cos (g—x + 27r) = cos (g—x) =sinz
C. cos (x ) = cos [—(g—m)} = cos (g—x> =sinx
(+e) = s [=(5-2)]

™ .
= —COs 5—.’17 = —SsIinx

d. cos

e. sin (wfx) + cos (gfx) =sinz + sinx = 2sinx

f. 3-sin (7T+m) — 2-sin (7‘1’—1’) + 4-sin (x—w)
= —3-sinx — 2-sinx + 4-sin [— (77—35)]
= —3-sinx — 2-sinx — 4-sin (71'—1:)
= —3-sinx —2-sinx — 4-sinx = —9-sinx
Correction 2
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Correction 3

a. La fonction f admet pour dérivée :
f'(z) =22+ (—sinz) = 2z — sinx

b. La fonction g est définie par la composée de la fonction
u par la fonction sinus ou :

u(z) =2z ; u(z)=2

La formule de dérivation de la fonction sinus donne
I’expression de la fonction g :

g'(x) = u'(x)- cos [u(x)] = 2- cos(2z)

c. La fonction h est définie par le produit des fonctions u
et vou:
u(z) =cosz ; wv(x)=sinz
qui admettent pour dérivée les fonctions :
u'(z) =—sinz ; v/(x)=cosz
La formule de dérivation d’un produit donne ’expression
de la fonction A’ :

W (z) = (z)v(z) + ulzx)v' (x)
= (—sinx)-sinz + cosx- cos
= —(Sinx)2 + (cosx)2 = (cosa:)2 — (sinx)2
d. La fonction j est définie par le carré de la fonction u ou
u(z) =sinz ; u'(x)=cosx
La formule de dérivation de la puissance d’exposant 2
d’une fonction permet d’obtenir ’expression de la fonc-
tion 5 :
j'(z) =24/ (z)u(x) = 2-cosx-sinx
Correction 4

1. Calculons la somme :

I—I—J:/ (cosx)2dx+/ (sina:)2dx
0 0
Par la propriété de linéarité de l'intégrale :

zilﬂ(amxf—+(ﬁnxﬁdx:iéwldfz[ﬂg

=7—-0=m

Calculons la différence :

I—J:/ (cosx)stc—/ (sinm)de
0 0

Par la propriété de linéarité de l'intégrale :
= / (cosx)2 - (sinm)zdx = / cos(2z) dx
0 0
= / —x2-cos(2x)dx = 7./ 2- cos(2z) dz
0 2 2 Jo

= [sin(Zx)r

o =sin(2m) —sin0=0-0=0

2. Du second calcul intégral, on en déduit : I=.J.

Du premier calcul intégral, on obtient la valeur de I :

I+J=m
I+1=m
2.l =
On en déduit :
T
I=J=—
2
Correction 5
a. i2=-1
b. i =i?xi=(—1)xi=—i

d. ®=i*xi=1xi=1
e. i =itxitxitxi? = IxIx1x(-1) = —1
£ 0100 = (#4) =125 =1
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Correction 6
L+i  (L+i)d 044>

& o= —— = = =—[i+(-1)]=1-i
1 1-(1 4 ) 1+ 1+
b. 2z = - = - <~ = -5 =
1—i (1-9H1+¢ 12—-42 1-—(-1)
1+i 1 1,
— Ty T3ty
a %:—Q+i:(—2+ﬂ@—%):—4+%+2ﬁ42
240 (24)(2-19) 22— 2
44 4i—(-1) —4+4i+1  -3+4i
T 4—(-1) 441 T s
3 4
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Correction 7

a. On a la factorisation suivante :
3z+12=0
z (3 + z) =0
Or, un produit de nombre complexe est nul si, et seule-

ment si, au moins un de ses facteurs est nul ; le complexe
3+t n’est pas nul.

On en déduit que cette équation admet une unique so-
lution :

§= {0}

b. Notons (a-+i-b) l'écriture algébrique du nombre com-
plexe z ; ainsi, cette équation se transforme en :

z24+21z=1

(a+1ib) + 2i-(a+ib) =i
a+ib+2ia+2i*b—i=0
(a—2b) +i(2a+b—1)=0

Or, un nombre complexe est nul si, et seulement si, sa
partie réelle et sa partie imaginaire sont nuls ; on obtient
le systéme suivant :

a — 2b =0 a—2b=0
=
2a+ b—1=0 2+ b=1

On en déduit les valeurs suivantes : a =

B ot po

Cette équation posséde une unique solutio

c. En notant (a+i-b) lécriture algébrique du nombre com-
plexe z, on a :
z4+2—i(z+1)=0
(a+ib)+2—i[(a+ib)+1] =0
at+ib+2—ia—i*b—i=0
a+ib+2—ia+b—i=0
(a+b+2)+i(b—a—-1)=0
On obtient le systéme suivant :
a+b+2=0 a+b=-2
=

On en déduit I'unique couple solution de ce systéme :

3 1
= — — M b:——
“T7y 2

Ainsi, ’équation complexe admet pour unique solution

d. L’équation peut s’écrire :

z—25 .
=1

z—1
z—5=1(z—1)
z2—5=1iz—i>
z—95=1tz+1
z—12z—6=0
Tout nombre complexe z admet une écriture algébrique
(a+i-b) ; on a alors :
(a+ib)—i(a+ib)—6=0
a+ib—ia—i>b—6=0
a+ib—ia+b—6=0
(a+b—6) +i-(b—a) =0
Ainsi, les nombres a et b vérifient le systéme suivant :
a+b—-6=0 a+b==6
=
—a + b =0 —a+b=0
On en déduit que cette équation admet pour unique so-
lution :

S={3+3}

Correction 8
a. z1=(1+4+1)(2—1)

Le conjugué d’un produit est égal au produit des con-

jugués :
= (1449)2-49)=1—-19)(24+1) = 29
B 1—3
R Y;
Le conjugué d’un quotient est égal au quotient des con-
jugués
t—3 —i—3

c. zZ1=(1-14)
Le conjugué d’une puissance est égale a la puissance d’un
conjugué :

= (1=’ =(1+i)°
Correction 9

1. On a les manipulations algébriques suivantes :

3424 3—24 (3—2~i)

o = = = = =z

2T 1 f; 1—i !
On en déduit que les deux nombres z; et zy sont con-
jugués.

2. a. On a les transformations algébriques suivantes :

L B2 (B2 3-3i-2i+27
1+i  (1+i)(1—9) 12— ;2
3-5i—-2 1-5i 1 5

T~ 1+1 2 T2 27

b. Les nombres z; et zo étant deux nombres complexes
conjugués, on en déduit :
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1
® z1+22=2x +71=2-Re(z1) :2><5
5
® 21— 29 =21 _71=2Im(z1) :2)((_5) = _5

Correction 10

On notera tout nombre complexe z sous son écriture al-
gébrique :
z=a+1ib ouabeR.

a. On a les équations équivalentes suivantes :

z24+7zZ=6
(a+ib)+ (a—1ib)=6
20+ 01 =06

a+00bi=3+01
a =3

On en déduit le systéme :
0-b=0

Deux nombres complexes sont égaux si, et seulement si,
leur partie réelle et leur imaginaire sont égales.

Ainsi, 'ensemble des solutions de cette équation est :
{3+0bi|beR}

Cet ensemble est ’ensemble des nombres complexes
ayant 3 pour partie réelle.

b. On a :
z+Z=1
(a+ib)+ (a—1ib)=1i
2a =1
2a+0i=0+1

Il est impossible que ces deux nombres complexes aient
la méme partie réelle et la méme partie imaginaire.
L’ensemble des solutions est : S =&
¢c. Ona:
z+2Z=8+1i
(a+ib)+2-(a—ib)=8+1
a+tb+2a—2ib=8+1
3a—ib=8+1i
Deux nombres complexes sont égaux si, et seulement, si
leur partie réelle et leur partie imaginaire sont égales.
On obtient le systéme suivant : { ng i ?

Ainsi, cette équation a pour unique solution le nombre
complexe dont I'écriture algébrique est :

Z=-—1

3

d. En utilisant ’écriture algébrique du nombre complexe z,
on obtient :

Z+2(2-5)=0
ira+ib+2[(atib)—5] =0
i(a—1ib)+2a+2ib—10=0
ira —i%b+2-a+2ib—10=0
tta+b+2a+2ib-10=0
(b+2-a—10)+i-(a+2b) =0

Deux nombres complexes sont égaux si, et seulement si,

leur partie réelle et leur partie partie imaginaire sont
égales ; on obtient le systéme :

% + b—10 =0 % + b= 10
{ a + 2b -0 { a+2= 0

On en déduit que ce systéme admet un unique complexe
pour solution :

ey

Correction 11

a. Etudions le polynéme 22 —3-z+4. Il admet pour discrim-
inant :

A=b —dagc=(-32-414=9—16=—7

Le discriminant A étant strictement négatif, ce
polynéme admet les deux racines suivantes :

—b—i/—A —b+i/—A
AT T 2=
—(=3) —i/7 (=3 4T
2 B 2
3—i/7 3407
o 2 B 2
_3 VT _3 VT
2 2 2

2
On a: S:{;_i'\ﬁ;§+i~\ﬁ}

2
b. Le polynéme z2—4-z+4 admet la factorisation :
22— 4z +4= (2—2)2
On en déduit que ’équation proposée posséde une
unique solution : 2.
c. Le polynéme 3-2243-24+2 admet pour discriminant :
A=0b%—4ac=9—4x3x2=9—-24=—15

Le discriminant étant strictement négatif, ce polynéme
admet deux racines complexes dont les expressions sont

—b—i/—A —b+i/—-A
7= 29 = ——(————

2-a 2-a

_ —3—i+/15 _ =3+i4/15

o 6 o 6
_ 1 Vs 1oV
G P RG

1 /15 1 V15

Ona. S:{—i—l 6 ,—§+ZT}

d. Le polynome z2—4-z—1 admet pour discriminant :
A=0b%—4ac=(—4)? —4xIx(-1) =16 +4 = 20

On a la simplification : /20 = \/4x5 = 21/5

Le discriminant étant strictement positif, ce polynome
admet les deux racines réelles suivantes :

—b— /A _ b+ VA

2= — 29
2-a 2-a

(4 -2V5 (= +2V5
2 2
_4-2\/5 4425
= —ve
=2-/5 =2+/5

On a: 8:{2—\/5; 2—&—\/5}

Correction 12

1. On a les transformations algébriques suivantes :
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2.

b

a. On a les transformations algébriques suivantes :
2=z  6(2—2) 62 —6=2
1+27  6:(1+2i) 6+ 124
(3+44)2+5F—62z (-3+4i)z+5%
- 6 + 12+ T 6+124
[(=3 +41)-z + 5%](6 — 12-)
- (6 + 12+)(6 — 12+9)

(=3 4 4:0)-(6 — 12:0)-2 + 5:(6 — 12+)-Z

62 — (12-7)2

(=18 +36-i + 24+ — 48-3%)-z + (30 — 60-1)-Z
B 36 + 144
~ (—18+460-i +48)-z + (30 — 60-i)-Z
B 36 + 144
~ (30+60-i)-z + (30 — 60-i)-Z
N 180
(A 424)2+(1—-24)Z z2+242+Z—240%Z
B 6 B 6
(24 2)+20(2—2) 247 N 2i-(z — 2)

6 6 6
2tz 2=z
-6 T3

. D’aprés les propriétés des nombres conjugués, on a :

® >+7Z est un nombre réel pour tout z€7Z ;

® >—7Z est un nombre imaginaire pur pour tout z € Z.

Ainsi, les deux termes :
z+Zz . 2= Z
;U

sont deux nombres réels.
!

1425

est un

On en déduit que le nombre complexe

nombre réel.

Correction 13

U ... T ™ .. ™
a. 21=2~(cosf—z-smf) :2~{cosz+z-sm (—f)}

2 2 2 2
b. 22:—3-<cos§+i~sin§) :3~(—cos§—i~sini>

3.

3

4 4

— 2~[cos (—%) +1-sin (—%)}

Cette expression est de la forme r- (cos@—l—isinﬁ) our>0
et 0 €R. Cette expression est son écriture algébrique.

4

Donc, 2z; est le nombre complexe de module 2 et

d’argument —%.

3
[cos (2%—1—77) + 7-sin (2?77—1-71')}

[eos(F) +oin ()] =3 cos (-5) + o (-]

Cette expression est de la forme 7-(cosf+i-sinf) ot >0
et 0 €R. Cette expression est son écriture algébrique.

Le nombre complexe z5 est le nombre complexe de mod-
T
ule 3 et d’argume —3

g i () =1[cos G +isin (7))
C. Z3 = COS — -S| —— = 1-| COS — -S| ——
3 6 6 6 6

= 1[oos (=) +isin (3]

Cette expression est de la forme r- (cosf)+i~sin6‘) our>0
et €R. Cette expression est son écriture algébrique.

Le nombre complexe z3 est le nombre complexe de mod-
ule 1 et d’argument —%.
3 3
d. 24 = 2-<COS% + 4-sin %) =2 [cos% + 4-sin (W—Zﬂﬂ
3w vien)
= cos o +-sin o

Cette expression est de la forme r- (0059+i~sin9) our>0
et cR. Cette expression est son écriture algébrique.

Le nombre complexe z4 est le nombre complexe de mod-
ule 2 et d’argument %

Correction 14

1. Les nombres complexes z et z’ admettent pour écriture
trigonométrique :
z= r~(cos€)+z'~sin0) ;2= r’~(cost9’ +i~sin9’)

2. On a les deux formules :
® cos (0+0) = cos B cos 0 — sin6-sin 0’
® sin (6+6') = cos6-sin 6’ + sin - cos 0’
Etudions le produit suivant :
z-z = {r( cosf + i sin@)] [r’-(cos 0" +i- sin@’)}

= (r-r')-(cosf +i-sinf) (cos ' +i-sinf’)

= (r-r")-(cosB-cost’ +i-cos-sing’+i-sinf-cosf’ +i?-sinf-sind’ )

= (r-r')- [(cosQ-cosG'—sinH-sinH’) +i- (cosf-sinf’ +sinf-cosf’ )
En utilisant les formules précédemment citées :

= (r-r’)-[cos(9+9’) + 4 sin(6+9’)] ourr' >0

Le coefficient r-r’ étant strictement positif, cette expres-
sion est on écriture trigonométrique.

On en déduit que le nombre complexe z-z' a pour mod-
ule 77 et pour argument (6-+6').

3. On a les deux formules :
® (cos@)2 + (sin0)2 =1
® cos (0—0") = cosB-cos 0’ + sin6-sin 0’
® sin (0—0') = sinf-cos§’ — cos - sin 0’

Etudions le quotient suivant :
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N\‘N

7’~(cos€+i~sin9) r cosf+1i-sinf

7'+ (cos @' +i-sin') " cosO +i-sin@’

(cosf +i-sinf)(cos @ —i-sind’)
(cosH’ +i-sin9’)(cos€’ - i~sin9’)

ﬁ\‘ﬁ

cos0-cos’ —i-cosf-sind’ +i-sinf-cosd’ —i2-sind-sind’
(cos@’) 2 (i-sinﬂ’) 2

ﬁ\‘ﬁ

(cosB-cos’ +sinb-sind’) +i- (sing-cosf’ —cosf-sinfd’)
(COSH’)2+ (sin9’)2
cos (0—0") +i-sin (0 —0)
1
. [cos (0—0') + i-sin (9—9’)} ot >0

,r./

ﬂ\‘ﬁ

s RS

. ro, . e
Le coefficient — étant strictement positif, cette expres-

sion est son écriture trigonométrique.
P z
On en déduit que le nombre complexe — a pour module
z

r
i et pour argument (6—6").
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