Intégration

Correction 1

a. Considérons la fonction F' définie par :
Fx)=2*+2z
qui admet pour dérivée :
Fl(z)=2xz+1= f(x)
On en déduit que F' est une primitive de f.

b. Considérons la fonction G définie par :
G(z) =2 — 6z
qui admet pour dérivée :

F'(z)=1-6- ! zl—i:g(x)

2z e

On en déduit que G est une primitive de g.

c. Considérons la fonction H définie par :
1
H(z)=Ilnz — —
T
qui admet pour dérivée :

1 1 1 1
H@)=—-—(-—>)=-+—5=h
() = - = h(a)
On en déduit que H est une primitive de h.

d. Considérons la fonction J définie par :
1
J(z) = 562‘”
qui admet pour dérivée :
1
J’ = —.(2. 2z\ _ L2z
(z) 5 ( e ) e
On en déduit que J est une primitive de j.

Correction 2

a. La fonction f définit par :
fla) = +1
qui admet pour primitive la fonction F' dont ’expression

est : 1
F(z) = §~x2 +x

Ainsi, on a le calcul intégral suivant :

/ x+1dx:{f-x2+x}
-3 2 -3

_ 1 2 1 2

- (§><2 +2) bx( 3)% + (—3)
1 9 5

— 2497 _°
3 T2 5137,

b. Considérons la fonction u est définie par :
u(z)=2x—-5 ; u(x)=2
Considérons la fonction g définie par :
g(z) = (22 — 5)?

qui admet pour expression :

1 1
= 5x2(22 - 5)? = S xu/(2) [u(z)]?
La fonction g admet pour primitive la fonction G définie
par :

G(z) L1 [u(z)]® = 1.(235 —5)3

= — X —
2 3 6
On a le calcul intégral suivant :

5 1 3
/0(2x5)dx{6o(2~x5)}0
— Laxs 5% - Lioxo_5)?®
_G(X - ) _G(X _)
1 , 2 125
_6><5 —|—6><5 _6><125_—3

c. Considérons la fonction u est définie par :
ux)=1—z ; u(x)=-1
Considérons la fonction h définie par :
h(z)=(1—-2)% = —1x(-1)-(1 — )3

, 3
= —1xu/(x)- [u(z)]
La fonction h admet pour primitive la fonction H définie
par :

H(z) = flxi[u(a:)]zl = *i'(l — )

On a le calcul intégral suivant :

1,1
- x4t =43 =64
4><0 +4>< 6

d. Soit u la fonction définie par :
wx)=222+1 ; u(v)=4z
Considérons la fonction j définie par :
o x 1 4 1 d(x)
](x) - (21,2 + 1)2 - 4>< (21‘2 + 1)2 - 4>< [U(IL’)}2
La fonction j admet pour primitive la fonction J définie
par :

1 1 1
@) = ZX<*2x2 + 1) T 4222+ 1)

Ainsi, on peut écrire :

4 T 1 4
/1 (2.2 4+ 1)° - {74-(2%2 + 1)}1
1 1 } 1 1

4-(2x42+1) [_4.(2><12 Tl T a3 T ax3
~1+1x11 10

4x33 132

e. Notons u la fonction définie par :
uz)=22-3 ; u(x)=2=z
Considérons la foncti9(n )k définie par :
2.x u(x
k() = 2 -3 u(w)
La fonction k admet pour primitive la fonction K définie
par :
K(z)=1n [u(x)] = In(2? - 3)

Ainsi, on le calcul intégral suivant :

T 2T e [n(?-3)]° — n(6-3) — In(4>—3
| e = [In=3)); = n(6=3) ~ na2-3)

= In(33) —In(13) = In (%>

f.  Considérons la fonction L définie par :
1
L(x)=———1
(x) ~—lnz

qui admet pour dérivée :
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V@)=—(->)->=—>-=

x 2 =z
Ainsi, on a le calcul intégral suivant :

/Af—fmp_ki—mﬂj
= (5 -m3)— (§-m)

1

1 2
e m3—-4Inl=>—In3
g e ptml=g-mh

Correction 3

1. L’expression de la fonction H est donnée sous la forme
du produit des fonctions u et v ou :
u(z) = —(2* +2z) ; wv(x)=e"
qui admettent pour dérivées :
u(z)=—-2x—-2 ; v'(r)=—e"

La formule de dérivation d’un produit permet d’obtenir
I’expression de la fonction dérivée H' :

H'(z) = u'(a:)-v(x) + u(x)-v'(z)

= (—2z —2)-e” [ (2% + 2m)]-(—e*$)
= (—2z — 2) + (2 + 22)-e™ "
= [(—22—2) + (2® +22)]-e7* = (2? = 2)-e"

2

= gxe ¥ —2e %

2. Pour obtenir la primitive de la fonction ¢, utilisons
les résultats de la question précédente et notamment
I’expression de la fonction H’.

Considérons la fonction G définie par la relation :
G(z) =H(z) — 2"

La fonction G' admet pour dérivée la fonction G’ dont

I’expression est donnée par :
G'(z)=H'(x) — 2«(—6*“’) =H'(z)+2e®

=12%e % — 27T+ 2% =% = g(x)

La fonction G, ainsi définie, est une primitive de la fonc-
tion g.

3. On a le calcul intégral suivant :
1
| s@rde= (6]} = [~ + 20
0
—2-e7 1= [—(0+2x0)-e0—2-¢77]
(0><1 —2x1) = =5t +2

1
0

T _ z.e—x}
=—(1242x1)-e7!
frng _3'6_1 — 2'6_1 —

Correction 4

1. Effectuons le calcul de cette somme :

Lo o
I+J= d d
+ /06754-1 x+/()ez+1x
En utilisant la linéarité de l'intégrale :
1 1
v 1 T+1
= / c + de = / s dx
o e+1 e*+1 o e*+1
1
- / lde=[2]l=1-0=1
0
2. a. Considérons la fonction u définie par :

ulz)=e*4+1 ; u(x)=¢e"
Ainsi, on obtient le calcul intégral suivant :

Iz/o e;—T—ldx:/o 1::((5)) dz = [ln[ (1:)]}(1)

= [ln(ew—&—l)}é =1In(e!+1) — In(e+1)

e+1
=1 1) —In2=In—
n(e—|—) n 5

b. On en déduit la valeur de l'intégrale J :
I+J=1
J=1-I-1-m%!

Correction 5

1. Etudions la différence suivante :

In+1—InZ/Oan(l”)dm—/Onf(x)dx
:/()n+1f(x)dx+/nof(a:)d:c

D’aprés la relation de Chasles :

= /nnﬂ flz)dx

n<n+1
Or,on a :
Pour tout z € [n;n—i—l[, ona: f(z)=0

Par positivité de I'intégrale, on en déduit :

n+1
/ f(z)dz >0

In+1 n

>0
2 I

In+1

Ainsi, la suite (In) est une suite croissante.

2. a. Utilisons la comparaison donnée dans ’énoncé pour
tout x € [0;+oo[ :

e~
ew—fE}?

e~
ez—x>?>0

La fonction inverse est décroissante sur Ry :
1 < 2
<=
er —x er

Le nombre z étant positif :

x

= < 2x-e”
er —x

Grace a la positivité de l'intégrale :

n x n
/ ~ dzr < / 2z-e~ T dx
0o € —T 0

Ing/ 2z-e T dx
0

b. L’expression de la fonction H est donnée sous la forme
d’un produit des fonctions u et v définies par :

uz)=—2x—-1 ; v(x)=e*
qui admettent pour dérivées :
u(xz)=-1 ; v (x)=—-e"%

La formule de dérivation d'un produit permet
d’obtenir I'expression de la fonction H' dérivée de la
fonction H :

H'(z) = v/ (z)v(x) + u(z)-v'(z)
= (e 4+ (-1—z)(—e ") =—e"+ (14+z)e”
[—1 + (1 + :E)} et =zge”
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c. La primitive de la fonction z——2z-e™" est la fonction
2-H. Ainsi, on a :
n

I, :/0 2.xe”da = [2-H(x)}0

=2 [(—n—l).e—n] _9. [(_0_1),6—0] —o. [(—n—1)~e_"]+2
Or, pour tout entier naturel, on a :

n>0
—n<0

-n—-1<-1<0
—-n—1<0

La fonction exponentielle est positive sur R :

(fnfl)'e’”é()
2~(—n—1).e’” <0
2(—n—1)e"+2<2
I, <2

3. La suite (In) est croissante et majorée par 2.
D’aprés le théoréme de convergence des suites mono-
tones, on en déduit que la suite (In) est convergente.

Correction 6

1. a. La fonction g admet pour dérivée :
g@)=(—e"+2)—1=—e"+1
Résolvons I’ inéquation suivante :

g'(x) >

—e*4+120
—e T > -1
e <1

La fonction logarithme népérien est croissante :

In (e*I) <Inl

—z<0
x>0
On a le tableau de signe suivant :
z —00 0 400
g'(x) - +

On déduit que la fonction g est :
® décroissante sur ]—oo;O] ;
® croissante sur [0;+o0] ;
b. On a la valeur :
g(0)= (e +2x0+1) - (0+2)=2-2=0

On en déduit que la fonction g admet pour minimum
la valeur O :
g(x

)
—(z+2)

fl@)>a+2
La courbe € se situe au dessus de la droite A.

20
=20

2. La courbe € étant au dessus de la droite A, le calcul de
I’aire grisée s’effectue par :

A= [ @) - @)= [ erizan) - @42

2 1
/ e +x—1dx = [—e‘$+f~x2—x]
-1

—2

(—672 + %XQQ - 2) - {—67(72) + %-(—2)2 - (—2)}

1
—e?42-24+e-2-2=¢"—- 5 —4
e
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