Fonctions : limites, continuité, dérivabilité.

Correction 1

1. Réponse b.

Il y a deux solutions a cette équation :

® [’image de 'intervalle [0;2] est :
F([0:2]) =[-5:4]
De plus, f est strictement croissante sur cet intervalle
; on en déduit que la valeur —2 est atteinte une fois.

¢ L’image de I'intervalle [2;+oo[ est :
F([2: 00 =] 454
La fonction f est strictement décroissante sur cet in-
tervalle ; on en déduit que la valeur —2 est atteinte
une fois.

Réponse b.
Le tableau de variation montre que la fonction atteint
son maximum 4 pour la valeur x=2.

La fonction f n’admet pas de maximum mais deux max-
imums locaux ; le maximum d’un fonction doit étre
global sur son ensemble de définition.

Réponse a.
La fonction f admet un maximum en 2 ; la fonction
étant dérivable en 2, on en déduit la valeur suivante du
nombre dérivée :

f2)=0
La courbe ¥ admet pour tangente au point d’abscisse
2, la droite d’équation :

y=rf'(2)(z-2)+f(2)

y=0(z—-2)+4

y=4

Correction 2

a. L’expression 3z2+4x+1 a pour discriminant :

A=b—4ac=4% —4x3x1=16—-12=4
On a la simplification : \/Z = \/1 =2

Le discriminant étant strictement positif, cette expres-
sion admet les deux racines suivantes :

—b— VA ~b— /A
T = Tl =
2a 2a
—4-2 =442
T 92x3  2x3
-6 -2
T 6 T 6
- _1 1
T3

On a la factorisation suivantle :
2 1 — _(_z _(_
3 + 42— 1 3{% ( S)Mm (-1)]

= 3(x+é)(:r+1) :3(3:17+1)(x+1)

L’expression —3x2+4x—1 a pour discriminant :

A =0b?—4dac=4% —4x(=3)x(-1) =16 - 12 =4
On a la simplification : /A = \/Z =2
Le discriminant étant strictement positif, cette expres-
sion admet les deux racines suivantes :

—b—+/A —b—+/A

= 2a = 2a

42 442

- 2x(-3) ~ 2x(-3)
=6 2
-6 -6
=1 1
]

On a la factorisation suivante :

—3x2 +4r—1= (—3)(;10—%) (x—l)

= (—3x—|— 1) (:z: - 1)

L’expression —4z24-5x admet la factorisation :
—42% + 52 = x(—4x + 5)

Il était également possible de calculer le discriminant de
cette expression puis de rechercher les deux racines pour
obtenir la méme forme factorisée.

L’expression £2+2x—1 a pour discriminant :
A=0b—4ac=2% —4xI1x(-1)=4+4=38

On a la simplification : /8 = v/4x2 = 2/2

Le discriminant étant strictement positif, cette expres-
sion admet les deux racines :

~b— /A ~b— A

r = ——— xr1 =

2a 2a
222 C—2+2V/2

2x1 2x1
—2-2V/2 —242V/2

2 2

=—-1-4/2 =—1++2
On a la factorisation suivante :

224+ 2x—1= {x—(—l—\/i)} {x—(—l-l-\/i)}
= (z+14+V2)(x+1-2)

L’expression —z24+4z+1 a pour discriminant :
A=b>—4dac=4% —4x(-1)x1 =16 +4 =20
On a la simplification : /20 = y/4x5 = 2\/5

Le discriminant étant strictement positif, cette expres-
sion admet les deux racines :

—b— /A —b— /A

= ——— T =
2a 2a
 —4-25 _ —4+25
2x(—1) 2x(—1)

—4-2/5
e
=245 =2-/5

On a la factorisation suivante :

—m2—|—4x—|—1:—[x—(2+\/g)][m—(2—\/g)]
= —(z—2-VB)(@—2+5)

L’expression 3z2—4x+2 a pour discriminant :
A =10 —4dac=(—4)? —4x3x2 =16 — 24 = -8

—4+2/5
—2

Le discriminant étant strictement négatif, cette expres-
sion n’admet pas de racine : elle ne peut se factoriser en
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produit de facteurs de premier degré.

Correction 3

a. On a les deux limites suivantes :
lim 22 -3z+5=3 ; lim z—1=0"
1+ 1+
On en déduit la limite du quotient :
22 -3z +5

1m = 400
1+ r+1

b. On a les deux limites suivantes :
lim 5—x=4 ; lim 1—2=0"
1t 1t
On en déduit la limite du quotient :
5—x
lim = —00

o1+ 1 —x

¢. On a les deux limites suivantes :

lim z24+2+1=1 ; lim 2=0"
z—0— x—0~

On en déduit la limite du quotient :
2?4+
lim — =
z—0— T

d. On a les deux limites suivantes :
lim z—1=-1 ; lim —23=0"
z—0t 0Tt

On en déduit la limite du quotient :

lim = 400

w0+ —x3

Correction 4

a. On a les deux limites suivantes :
lim 22?2 =+0c0 ; lim 32 =400
r——+00 T—+oo
On en déduit la limite suivante :
lim 222+ 32z =400

r—>—+00

b. On a les deux limites suivantes :

2
lim —323=-00 ; lim ==0
THr4-00 T—+00 I
On en déduit la limite suivante :
lim —322+ = =—-x
x——+00 x
¢. On a les deux limites suivantes :
lim 52%=+00 ; lim —-3-2%=+4c0

T——00 T——00
On en déduit la limite suivante :
lim 522 —3-2% = +0
T —00
d. On a les transformations algébriques suivantes :
2?4+ 22— (x+2)? =242z — (2 + 42 +4)

=242z -2 —4dx—4=—4x—2

On a les deux limites suivantes :
lim —4x=-00 ; lim —2=-2
T—=>+00 z—~+00
On a en déduit la valeur de la limite :
lim 22422 —(z+2)%?= lim —42-2=—00
o0 r——+00

e. On a la factorisation suivante :
2?2+ 32 =2 (x+3)

On a les deux limites suivantes :
lim z=-00 ; lim x4+3=—-c
TH——00 T——00
On a en déduit la valeur de la limite :

lim 2?2+ 32 = lim z-(x+3) = +oc0
r—+00 T——0o0

f.  On a les deux limites suivantes :
lim 2®=—-00 ; lim —22%2=-00
T — 00 T——00

On a en déduit la limite suivante :

lim 23 —22%2=—-x
T —00

Correction 5

1. a. On a les transformations algébriques suivantes :

5 5
2 (3+2) 342
32 + b _ z ( + z _ + x
3 4 1 4 1
3% +dz+1 13‘(3+72+73) x'(3+72+73)
x x x x
b. On a les deux limites suivantes :
5 4 1
lim 3+>=3 ; lim x-(3—|——2—|——3> - 400
x+——+00 €T x—+00 xX xX
On en déduit la limite du quotient :
5
3+ —
. _ . 'T; _
) = 1 Ty =0
x x
2. Pour z#0, on a les transformations algébriques :
. 2 2 1
3
4(,1:3_'_2;6_’_1_39(44’?4’;)_44’?4’5
3 _9x2 ) 2 o 2
2z% — 2z x3~<27 7) 9_ 2
x x
On a les deuleimit%s suivantes : 5
lim 4+ 5+ —==4 ; lim 2—-—=2
=400 X X =400 X
On a en déduit la limite de la fonction g en +00 :
2 1
4+ 2 + P 4
S g() = lim T,z 277
x

Correction 6

1. Pour z#0, on a les transformations algébriques :

3 T 3 1 1
L () n) o

¢ f(z)=— = = =
34222 272 ( 2 2
510277 #3.(1 f) 14+2
z (1+ $3) 2% (145 +=
23—z x-(222 -1 222 — 1 222 — 1
® f(x) = = ( ) _ =

C 24202 o (22422)  2?+22 (1)

2. L’expression initiale de f(z) représente une forme in-
déterminée pour les deux limites demandées. Il faut
utiliser pour chacune des limites une des deux expres-
sions proposées ne présentant de forme indéterminée
pour la limite considérée :

® On a les deux limites suivantes :

1 2
lim 2-—5=2; lim 1+-=1
T——+00 €T 400 €T
On en déduit la limite suivante :
9 —
2 2
lim f(z) = lim 952 :i:2
T——400 r——+o0 1 + 4
T
® On a les deux limites suivantes :
lim 222 —1=-1 ; lim 2:(x+1)=0"
0t 0t
On en déduit la limite suivante :
lim f(z) i 222 — 1
im f(z)= lim —— = -
o0+ a0+ z-(x + 1)

Correction 7

1. Le facteur \/a2+1++/x+1 étant non-nul, & I'aide de
I’expression conjuguée du dénominateur, on a les trans-
formations algébriques suivantes :
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x( 241 + :r+1)

Va4l —\/z+1 N (V2241 —/z+1 ) (Va2 +1 +y/z+1 )
1‘~(\/12+1 +\/:1:+1) x~(\/a:2+1 +\/m+1)

W) - (Var1) (@ +1) = (z+1)
a(Va2+1 +yz+1) _x-(\/x2+1 +Vz+1)
B 2+1—z-1 N z(x—1)
Va2l o+l
N x—1
2. On a les deux limites suivantes :
$£r61+\/x2+1 +Vz+1 =2 ; Ili}rghw—l:—l
On en déduit la limite du quotient :
lim z = lim \/x2+1+\/ac+1
20t /2241 — /2 +1 a0t xz—1
2
= 2 =2
—1

Correction 8

a. lim x\/;—x— lim x(\/g—l)

T—+00 T—+00
Or, lim z=4oc0et lim \/571:+oo
T——400 r—>+00
= 400
b. Au préalable, on remarque que 1 est une racine
du dénominateur du second terme ; ce qui permet

d’effectuer de téte la factorisation suivante :
?+r-2=(x—-1)(z+2)

On a les transformations algébriques suivantes :

1 1 1 1
r—1 2242-2 x-1 (z—-1)(z+2)

_ x4 2 1 _ r+1

o (e-D(x+2) (z-D(x+2) (z—1)(z+2)

Etudions le signe de ce quotient :
x —00 -2 -1 1 400
z+1 — - + +
z—1 - - - +
x+2 - + + +

41

— — — +
(z—1)(z+2)

Ainsi, d’apres le tableau de signe, on peut affirmer que :
1 1 . r+1

I = lim — 21>
E a4 -2 ;c»glll+(x—1)(:r+2)

o1t —1
= +OO
c. Le facteur \/2x+2 est non-nul. On a :

r—2 (x—2)(\/%+2)

Var -2 (Var-2)(Var+2)

(w—2)(@+2):(x—2)(\@+2)
(\/%)2_22 20 —4

(e -2)(V2r+2) 2w 42

B 2(z — 2) 2

On en déduit la limite :

=2

-2 2z 42

lim —— = lim

o2 /2 — 2 @o2- 2

d. La limite étudiée étant en —oo, considérons que x est
strictement négatif :

=2

3
2
522 —3x4+1 x<5—;+p)
lim - = lim
z——o0 2%+ 1 —2 :c»—>—oom_2<2+l_z
r  x2
3 1
b-—-t 3 5
= lim T T
T —00 1 2 2
24— -
r x

Correction 9

1. Pour tout z€R, on a :
2 >0

2+1>1>0
22 4+1>0
Ainsi, la racine de z?+1 existe et vérifie :
Vaz+1 >0
Le dénominateur existant et étant non-nul sur R, on en

déduit que la fonction f est définie sur R.

2. Pour x#0, on a les transformations algébriques suiv-

antes :

ry o ZEEL x~(2—|—%) ~(2+1)
Va?+1 \/x2~(1—|—%) Va2 1+—
x~(2—|—é>

1

3. Etudions I'expression de la fonction f :

® au voisinage de —oo

<2+1): (2+1) 2+l

e et 3

On a les deux limites suivantes :

1
lim 2—&—7—2 ;o lim — /14 5 =-1
T —00 T —00 €T
On en dedult la limite suivante :
24— 9
lim f(z)= lim — & - —_2
T——00 T——00

T -1
1+

1 1 1
m~(2+—) m~(2+7) 24 —
X xZ _ X

a’j): = =
1 1 1
|l‘| l+ﬁ ZT: 1+ﬁ 1+ﬁ

On a les deux limites suivantes :

® au voisinage de 400 :

1 1
lim 2—|—7—2 ; lim 1+ 5=1
TH——400 400 X
On en dedult la limite suivante :
2+ p 9
li = 1i —_— = — =2
R i

T—400 1
Vit

Correction 10
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1. L’encadrement suivant montre que le dénominateur de
la fraction définissant f ne s’annule pas :

—-1< CoS & <1
-1 < —CcosT
1<

<1
2—cosr <3
0<z?24+41<2?+2—cosz <z2+3
On en déduit que la fonction f est définie sur R :
Dy =R
2. a. Reprenons ’encadrement précédent :
0<z?2+1< 224+2—cosxz <z2+3
La fonction inverse est décroissante sur Ry :

1 1 1
> =
22417 2242—cosxz ~ 2243
1 1 1
224+3 " a24+2—cosz 2241
5 < 5 < 5
224+3 " x22+2—cosx 2241
5 5
13 f(x) P
On a les deux limites suivantes :
lim ——=0 ; lm ——=0

z+too 2 4+ 1 z—+oo 2 + 3
D’aprés le théoréme des gendarmes, on a la valeur
suivante de la limite :

lim f(z) =

r——400

Correction 11
a. La fonction f est dérivable sur R.

La fonction f est la puissance 5-iéme de la fonction u(z)
ou :

u(lz) =3x+5 ; u(r)=3
La formule de dérivation de la puissance d’une fonction
donne ’expression de la fonction f :

F(@) =54/ (2)-[u(@)]" = 5x3-(3z +5)" = 15-(3z +5)"

b. Le dénominateur étant toujours strictement positif, la
fonction g est définie et dérivable sur R.

La fonction g est définie par I'inverse de la fonction w
définie par :
wr) =3z +1 ; u(z)=122°

La formule de dérivation de I'inverse d’une fonction per-
met d’obtenir I'expression de la fonction ¢’, dérivée de
la fonction g :
u' () 12-23
g'(z) = — 7 = = 2
[u(x)] (3z +11)

c. La fonction h est la composée de la fonction u par la
fonction racine carrée ou :
wr)=z>+x+1 ; u(z)=20+1
La formule de dérivation d’une fonction racine carrée
permet d’obtenir la dérivée de A’ :
u(z 2¢ +1

2 u(z) 2V +a+1

d. La fonction j est dérivable sur R} .

La fonction j est la composée de la fonction u par la
fonction racine carrée o :

u@) == 5 w@)=-=

Ainsi, la formule de dérivation de la fonction racine car-
rée permet d’obtenir 1’expression de la fonction 5 :

1
1
1
2:v2~\/j
x

u'(z) T2 1 1
2\/u(z) 2.\ﬁ v 2.\ﬁ
x x
Correction 12

1. Déterminons le signe du polynéme du second degré situé
sous le radical. Ce polynoéme a pour discriminant :
A =b? —4-a-c=13% — 4x6x(—5) = 169 — (—120) = 289

V289 = /172 =17

Le discriminant étant strictement positif, ce polynéme
admet les deux racines suivantes :

j'(x) =

On a la simplification :

—b—+/A —b+ /A
Ty = —F Ty = —(F7
2-a 2-a
1317 13417
T 2%6 T 2x6
30 4
T 12 T 12
_ 5 _1
T2 ~3

Le coefficient du second degré étant strictement positif,

on a le tableau de signe suivant :
) 1
T —00 5 3 +o0

+ - +

6224+ 13z —5

Une racine carrée n’étant définie que pour un nombre
positif ou nul, on en déduit que 'image d’un nombre x
par la fonction f ne peut exister que si I’expression sous
le radical est positif ou nul. On en déduit ’ensemble de

définition de la fonction f :
) 1
I 005 —5 U 3 +00

2. L’expression de la fonction f est donnée sous la forme
de la composée d’une fonction u par la fonction racine
carrée ou :

ulx) =622+ 13z -5 ; o/(z) =122+ 13

Par la formule de la dérivée de la composée d’une fonc-
tion par la fonction racine carrée, on obtient I’expression
de la fonction f’, dérivée de la fonction f :
'(z) 12z + 13
f(x) = =

u
2\ /u(z) 2/62% +13z -5

Ainsi, on a le tableau de signe suivant :
5 13 1

x —00 ) BT = +o0
122 413 - - + +
24/6224+132—5 +

f'(z) -

Pour ;z:;éO on a les transformations algébriques :

5
= /622 + 13z — —\/:c2 +7_7)

On a les deux limites suivantes :

1
lim 2?2 =+00 ; lim 6+£—%:6
T —00 TH—00 x
On en déduit la limite :
13 5 .
lim =2 (6—&———?) =400 = lim f(z)=+4c0

T——00 T——00
De méme, on obtient la limite :  lim f(z) = 400
T——+o0
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Ainsi, la fonction f admet le tableau de variation suiv-

ant :
x -00 —% % +00
+oo +00
Variation \ /
de f
0 0

Correction 13

1. a. L’expression placée sous le radical est toujours pos-
itive ; ainsi, la racine carrée est définie pour toute
valeur réelle de z.

Pour que le quotient soit défini, il est nécessaire que
son dénominateur soit non nul ; ainsi, I'image de 0 par
la fonction f n’est pas définie.

Ainsi, 'ensemble de définition de la fonction f est :
Dy = R\{0}

b. Le facteur \/224+1+1 est non-nul. On a les transfor-
mations algébriques suivantes :

Fa) = Vaz4l-1 (Va2 +1-1)-(Va2+1+1)
B x B (Va2 +1+1)
B 22 +1—12 2

(Va2 +1+1)
xT
V2141

Ainsi, on a les deux limites suivantes :

x(\/xzi—i—l-i- 1)

¢ lim f(z)= lim ———— =0

® lim f(z)= lim 0

X
=0t =0t /2 4141 o

c. La fonction n’est pas continue en 0 car elle n’est pas
définie en 0.

2. La fonction g vérifie les trois conditions suivantes :

® Sur R*, on al’égalité g(x) = f(x) ; ainsi, on a la limite

lim g(z) = lim f(z)=0

z—0— 0~
® Sur R* , on al'égalité g(x)= f(z) ; ainsi, on a la limite
li = i =0
A1 9 =l ()

® Pour z=0,0on a:

g(0) = f(0)=0
Correction 14

1. L’expression de la fonction f est donnée sous la forme :
flx) = [u(x)]n —1—n=z
ou la fonction u est définie par :
uz)=1+z ; d(zr)=1
La formule de dérivation de la puissance n®™¢ d’une
fonction permet d’obtenir ’expression de la fonction f’

f’(x) = n-/(x)- [u(m)}nfl =nx1-(1+ x)n71 —-0-—n

=n(l+ x)n_l —n=n [(1 + x)n_l — 1]

Etudions le signe de la fonction f’ dérivée de la fonction
f- On a les comparaisons suivantes :

2

La fonction f’ étant positive sur R, , on en déduit que
la fonction f est croissante sur R .

. En remarquant :

FO)=140)"—1-0xz=1"-1-0=1-1=0
On obtient le tableau de variation de la fonction f sur
Iintervalle Ry :

x 0 —+00
Variation
de f
0

On en déduit que la fonction f est positive ou nulle sur
R. Pour tout nombre x appartenant & R, , on a la com-
paraison :

f(z) >0
(1+2)"—1-nz>0
(1—&-90)"2 1+nzx

Correction 15

1.

® La fonction f peut étre écrite sous la forme :

f(x):m—l—i—ZxL

u(x)
ou la fonction u est définie par :
ur)=22+1 ; od'(z) =2z

La formule de dérivation de la composée d’une fonc-
tion par la fonction inverse donne ’expression de la
fonction f’ :

o(z)
flx)=1+2x|— 5
(x2 +1) (1:2+1)

® L’expression de la fonction f’ est donnée sous la forme

_ul=)

/
ou les fonctions u et v sont définies par :
u(z) =4z 5 v(z) = (2 + 1)2
qui admettent pour dérivées :
2 u(z) =4
e» L’expression de la fonction v est définie par le carré
de la fonction w ou :
wx)=2*+1 ; w'(z)=2z
La formule de dérivation de la puissance n-iéme
d’une fonction donne :
v (x) = 2xw' (z)-w(z) = 2% (22) (22 + 1)
= 4x- (m2 + 1)
La formule de dérivation du quotient permet d’obtenir
I’expression de la fonction f :
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2.

3.

f(x) =0 o)
—o0- 4 (a:2 + 1)2 — 4x-[4x~(w2 + 1)
(22 + 1))
GRS 2 1622 (22 + 1)

:1:2+1)4
- _4~($2 +1) — 1622 _ _4x2 +4 — 1622
(22 +1)° (22 +1)°

4 — 1222 1222 — 4

(@241’ (@2)]

a. Le polynome 1222—4 admet la factorisation :
1202 — 4 = 4-(32% — 1) = 4-(\/3z +1) (V32 — 1)
V3

Ce polyndéme admet les deux racines — 3 et =

Le numérateur du quotient définissant la fonction f”
est un polynéme du second degré dont le coefficient
du terme du second degré est positif.

On a le tableau de signe de la fonction f” :

. L V3 Vi
3
1222 — 4 + - +
f" (@) + - +
b. On a les deux valeurs approchées des deux images
suivantes :\[ \[
3 3
(-L2) =23 5 p(%0) =03
(=) (%
On a la transformation algébrique suivante :
4-x 4-x
@ =t = T IV
@ (e 1))
22
- 4-x 4

e
1,2 1\2

Ay )
x xr

qui permet d’obtenir les deux limites suivantes :

4
¢ lim f'(z)= lim =1
T——00 T —00 ]-
T
¢ lim f'(z)= lim 1—%:1
T—+00 x+——+00 :133. (1 i 72)
T
On obtient le tableau de valeur suivant :
1 1
T -00 - 7 +00
9
Variation
de f'
1 1- 2

a. Etudions I’équation f’(x)=0 sur les trois intervalles

suivants :
. V3
® Sur l'intervalle } —00; ———

La fonction f’ admet un minimum valant 1 : la
fonction f’ ne s’annule pas sur ce minimum.

4.

Sur l'intervalle [\ég ; \ég} :

On a les deux images aux bornes de cet intervalle :
V3 V3
rf_ vV ~ . v ~
P ()= o
De plus :
L, . V3 /3
e la fonction f’ est continue sur [—? ; 7}

e la fonction f’ est strictement décroissante sur
V3 V3
N
e le nombre 0 est compris entre les images des
bornes de cet intervalle.

D’aprés le corollaire des valeurs intermédiaire, il ex-

V3 V3

3
iste, une unique valeur o € [f? ; 7} vérifiant :
fa)=0
De plus, des valeurs approchées des images suivantes

£(02)~026>0 ; f(0,3)=-001<0
la fonction f’ étant continue et changeant de signe
sur [0,2; 0,3], on en déduit :

o€ [072 ; 0,3]

Sur l'intervalle [—3 ; —|—oo}

On a l\esflimites aux bornes de l'intervalle :
3
(V2N o . : / —
7(57) =03 ¢ lm_f/(@) = +oc.
De plus :

3
e la fonction f est continue sur [? ;+oo}

e la fonction f’ est strictement croissante sur
V3
5]

e» le nombre 0 est compris entre les limites aux
bornes de cet intervalle.

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il

existe, une unique valeur € [? ;00

En observant que f'(1)=0, on en déduit : S=1

b. Ainsi, la fonction f’ admet le tableau de signe suivant

a.

T —00 a 1 +00
fa)  + - +
On a les deux limites suivantes :
. 2
lim -1+ 5 =~
T —00 x4 + 1
. 2
lim -1+ ——— = +00
x>—00 ¢+ 1

Ainsi, on obtient le tableau de variation suivant :

V%‘:?“_ PN
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