Etudes de fonctions

Correction 1

a. Le polyndome 222—3x—2=0 admet pour discriminant :
A =b%—dac = (—3)% —4x2x(-2) =9+ 16 = 25
On a la simplification : \/E: V25=5
Le discriminant étant strictement positif, cette équation
admetles deux racines suivantes :

—b— /A —b++/A
Tl = —F= ro = —(—
2a 2a
—(-3)-5 _ —(=3)+5
O 2x2 o 2x2
-2 8
T4 T4
1 =2

T2

1
L’ensemble des solutions est : S= {—5 ;2}

b. Le polynome —4x2+12x—9 admet pour discriminant :
A=0b%—4dac=122—4x(—4)x(-9) =144—144 =0

Le discriminant étant nul, on en déduit que ce polynéme

admet une unique racine :
b 12 12 3

24 2x(—4) 8 2

c. Le polynéme z2—3x+1 admet pour discriminant :
A=b*—dac=(-3)2 —4x1x1=9—-4=5

Le discriminant étant strictement positif, cette équation
admetles deux racines suivantes :

—b— /A —b+ /A

xr = ——— To =

2a 2a
_ -3 -h R
2x1 2x1
3-4/5 _3+45
- 2x1 - 2x1
3-4/5 _3+46

2

L’ensemble des solutions est :

s

d. L’expression 32%2—42+2 admet pour discriminant :
A =0b%—4dac=(—4)? —4x3x2 =16 — 24 = -8

Le discriminantétant strictement négative, cette équa-
tion n’admet pas de solution.

Correction 2

® La réponse a. est fausse :

(—2)? 2 8
= 4 (=2 —=—— 44—
3 (—=2)* 4+ 3%x(-2) 3+ 6
—-8+412—-18 —14
=3 3 70

Le nombre —2 n’est pas une solution de ’équation.
® On a ;lga factorisation suivante :

A P S B
3+x + 3z 3x(x 3-x 9)

Ainsi, I’équation proposée se traduit par une équation-
produit :

1

- gas(xQ -3z — 9) =0

Un produit est nul si, et seulement si, au moins un de
ses facteurs est nul.

75"70:0 22 —32x—-9=0

z=0
Le nombre 0 n’est pas une racine du second facteur.
Etudions le nombre de racine du polynome définissant
le second facteur. Pour cela, regardons le signe de son
discriminant :

A=0b%—4dac=(-3)2—4xIx(-9)=9+36=45>0

Son discriminant étant strictement positif, on en déduit
que ce polynome admet deux racines distinctes.

Ces deux racines étant distinctes de 0, au total I’équation
de I’énoncé admet trois solutions distinctes.

Ainsi, la réponse exacte est b..

Correction 3

a. L’expression présentée est un polynéme du second degré
dont le discriminant a pour valeur :
A =b%—dac = (—3)2 —4x2x(-2) =9+ 16 = 25
On a la simplification suivante :

VA=1\/25=5

Le discriminant étant strictement positif, ce polynome
admet les deux racines suivantes :

—b— /A —b+ /A
r = ——— Tog = —————

2a 2a
_—(=3)=5 _ —(=3)+5
T 2x2 T 2x2
~3-5 345
T4 T4
=2 8
T4 T4
1 =2
T2

Le coefficient du terme du second degré étant stricte-

ment positif, on en déduit le tableau de signe suivant :
1

T —00 — 2 +00

222312 + — +

b. Commencant par étudier le facteur 3z2—2x—1 qui est
un polynome du second degré et dont le discriminant a
pour valeur :

A =0 —4dac=(-2)? —4x3x(-1)=4+12=16
On a la simplification : \/Z: V16=4

Le discriminant du polynome étant strictement positif,
ce polynome admet les deux racines suivantes :

—b— /A —b+ /A
r = ———— Tg = —————
2a 2a
—2-4 244
To2x1 T 2x1
_ =6 _2
2 2
- _3 =1
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On en déduit le tableau de signe suivant :

1
x —o0 -3 — 1 +00
2
322 —2x—1 + — - +
2241 - —~ + +
(2z+1)(32%—2z—1) - + - +

Correction 4

1. La fonction f’ dérivée de la fonction f a pour expression

. f(x) =1,5-(3-2%) = 9-(2:x) + 24x1+0
= 4,522 - 182 +24

2. La fonction f” dérivée de la fonction f’ a pour expres-
sion :
F(x) = 4,5-(2:x) — 18x1 = 9z — 18

Correction 5

1. L’expression de la fonction f est donnée sous la forme
du produit des fonctions u et v ou :

wlx) =12 ; wv(x)=22-1
qui admettent les fonctions dérivées :
u'(z) =52 ; o(x) =2

Ainsi, la fonction g admet pour dérivée la fonction g’
dont I'expression est :
f(z) = v/ (z)v(z) + u(z) v (z) = 52t (2% — 1) + 2°-(22)

=525 - 524 +2.26 =728 — 524

2. L’expression de la fonction g est définie par le quotient
des fonctions w et v définies par :
ur)=22-3z ; v(r)=2r-4
qui admettent pour dérivée :
uw(z)=2c—-3 ; v(zx)=2
Ainsi, la fonction g admet pour dérivée la fonction h'
dont 'expression est :

o (z)v(x)—u(x)v(z) (22—3)(2x—4)—(2%—3z)-2

g'(z)= [v(a:)]2 -

472 — 8x — 6z + 12 — 222 + 6

(20 —4)?

(20—4)*
20% — 8z + 12
(20 —4)?

Correction 6

Graphiquement, la fonction g admet le tableau de variation
suivant :

Variation
de g

Ainsi, la fonction dérivée ¢’ de la fonction g admet le tableau
de signe suivant :

x 0 1 3 5

g'(z) + - +

L’unique réponse correcte est la réponse b. car le signe de g’
est positif sur 'intervalle [3;5].

Correction 7

1. La réponse correcte est a. :
La tangente T3 a la courbe % au point d’abscisse 1 est
horizontale : son coefficient directeur est nul.
On en déduit la valeur du nombre dérivé de la fonction
fenl:

f(1)=0

2. La réponse correcte est b. :
La tangente Tj a la courbe € au point d’abscisse 0 passe
par les points :
A(0;0) ;3 C(332)
Le coefficient directeur de la droite T a pour valeur :

yo-ya _3-1_2
To —TA 2—-0 2
On en déduit le nombre dérivé de la fonction f en O :

r)=1.

3. La réponse correcte est d. :
Le point B est le point de la courbe € d’abscisse 1. Son
ordonnée est donc I'image de B.
Graphiquement, on peut affirmer que : 1< f(1)<1,5

Correction 8

1. La dérivation d’une somme s’effectue termes a termes.
Ainsi, la fonction f’ dérivée de la fonction f admet pour
expression :

f’(m)z(Zm)—6x(1)+O:2x—6
2. On a les valeurs suivantes :
® f(2)=22—-6x2+5=4—-12+5= -3
® f(2)=2x2—-6=4—-6=-2

L’équation de la tangente (d) & la courbe €5 au point
d’abscisse 2 a pour équation :

y=12)(r—-2)+f(2)
y=—2(x—2)+(-3)
y=—-2x+4-3
y=-—-2x+1
3. On a les valeurs suivantes :
® f(5)=52—-6x5+5=25-30+5=0
® f'(5)=2x5-6=10—6=4

L’équation de la tangente (A) & la courbe % au point
d’abscisse 5 a pour équation :

y=f(5)(z-5)+ (5
y=4(x—5)+0
y=4x-20
Correction 9
1. La fonction f est continue sur les intervalles :

[-4;-2] ; ]-2;1] ; [1:;4]

2. ® La fonction f est strictement croissante sur les in-
tervalles :
[~4;-25] 5 [-1;1] ; [2,5:4]
® La fonction f est strictement décroissante sur les in-

tervalles :
[—2,5;—2} ; ]—2;—1[ ; [1;2,5}

Correction 10
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1. L’expression de la fonction f est donnée sous la forme

@) = -

2.

du quotient des deux fonctions u et v définies par :
wr)=3x+4 ; v(@)=22+1

qui admettent pour dérivées :
uw(z)=3 ; v(z)=2=x

La formule de dérivation d’un quotient permet d’obtenir
Pexpression de la fonction f’ dérivée de la fonction f :

o' (z)v(z) —u(z)v(z)  3-(x?+1) — (3-o+4)-(2-2)

1
® Le nombre 1 est compris entre les images —3 et 3

D’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermé-
diaires, I’équation f(z)=1 admet une unique solution

sur l'intervalle [—3 ; %}

Voici deux captures de ’écran de la calculatrice lors
de la recherche de la valeur approchée :

Plotli Plot2 Plot2 Yz=1

[u(@))” (22 +1)°
322 +3—622—8=zx _ 322 —-8x+3
(22 +1)° (22 +1)°

Le dénominateur étant strictement positif, déterminons
le signe du numérateur qui est un polynéme du second
degré :

A =0 —dac=(-8)" —4x(—3)x3 = 64 +36 = 100
On a la simplification : \/Z: \/ﬁ: 10

Le discriminant étant strictement positif, ce polynéme
admet les deux racines suivantes :

—b— /A —b+ /A

n= 2-a v2 = 2-a

_ —(-8)—10 —(=8)+ 10

2% (-3)  2x(=3)

810 8410

T =6 T =6

-2 18

G -6

1 = -3

3

Le coefficient du terme du second degré étant stricte-
ment négatif, le quotient définissant la fonction f’ admet
pour signe :

T —00 -3 - +o00

r@| - + -

La fonction f admet les images :
_3x(-3)+4  -94+4 -5

1
o f(-3 - o1
1(=3) (—3)2+1 9+1 10 2
1
o (1 o3xgtd 44 50 s
f(3)_(1)2+1_1+1_1+9_10
3 9 9 9
9 9
T

On obtient le tableau de variations de la fonction f :

x —00 -3 +o9

Nl ol

Variation
de f

N[

a. La fonction f vérifie les propriétés ci-dessous :

1
® La fonction f est continue sur l'intervalle [—3; 5} ;

® La fonction f est strictement croissante sur
1
I'intervalle {73;5} ;

B —— /ﬂ\\\\\\\

-]
~6.791288 ¥=1

La valeur approchée recherchée est : —0,79

Correction 11

D’aprés le tableau de signe de la fonction f’ et sachant qu’elle
s’annule pour z=3, la fonction f admet le tableau de varia-
tion suivant :

Variation /
de f / 0

On peut compléter le tableau de signe de la fonction f sur
I'intervalle [1;5] :

T —00 1 3 5 +00
f(z) - +

On fait les remarques suivantes :

® La fonction f ne peut prendre de valeur positive sur

Iintervalle |—oc; 1}, car sinon, elle changerait de signe
sur ] —00; 1}

Ce qui est impossible car alors elle changera de signe sur
]—00;3].

La fonction f est strictement négative sur ]—oo ; 3].

La fonction f ne peut prendre de valeur négative sur
Iintervalle |5; —|—oo[, car sinon, elle changerait de signe
sur [3;—&—00{

Ce qui est impossible car alors elle changera de signe sur
[3;+00].

La fonction f est strictement négative sur [3 ; +00 [

T —00 3 +o00

f(z) - +

Correction 12

L’expression de la fonction f est donnée sous la forme :

f(@) =32 —u(z)v(z)

ou les fonctions w et v sont définies par :

u(z) =32z ; v(z)=In(z)

qui admettent pour dérivées :

u(x)=3 ; '(z)= %

La formule de dérivation d’un produit permet d’obtenir
Pexpression de la fonction f’ dérivée de la fonction f :
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f'(z) =3 = [u'(z)v(z) + u(z) ' ()]
=3 [3:In(x) —I—S-mxﬂ =3 [3:In () + 3]
= 373-111(:1:) -3= 73'ln(:r)

Ainsi, la dérivée seconde f”, dérivée de la fonction f’, a pour
expression :
1
"(z :3><(——) =—
7(z) =
La dérivée seconde de la fonction f étant strictement néga-
tive sur R% , on en déduit que la fonction f est concave sur
R .
+

3
z2

Ainsi, toutes les tangentes a la courbe % se situe au-dessus
de la courber %%. Il en est de méme de la tangente T'.
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